IV. RELACIONET DHE PASQYRIMET

1. RELACIONI BINAR

Pérkufizimi 1. Le té jené A, B dy bashkési té ¢farédoshme. Cdo nénbashkés e
bashkésis2 AxB &shté relacion binar i bashkésise A né
bashkésiné B. Simbolikisht relacionin do ta shénojméme p.

Shembulli 1. Letéjené A={1,2,3},B={a,h}.
Cilat nga bashkésité
X ={Lb).(La).(2a)} Y={11.02.@I}, Z={1a) (33}
paragesin relacion binar té bashkésisé A né bashkésingé B?
Zgjidhja.
Sé pari caktojmé AxB={(1a),(Lb),(2.a).(2,b),(3a),(3b)}. Prandg, megé

Xc AxB dhe Y& AxB, Za AxB pérfundojmé se bashkésia X paraget
relacion binar té bashkésis2 A né bashkésing B.

Nése (a,b) e p themi se a éshté né relacion me b dhe kété mund ta shénojmé
apb.

Nése (a,b)g p themi se anuk éshté né relacion me bdhe kéé mund ta
shénojmé a jopb (apo apb).

Nése shgyrtojmé bashkésité e mésipérme A={1,2,3},B={a,b} dhe nése
p ={1a),(2,b),(3a)} éshté relacion i bashkésist A né bashkésiné B kemi
1pa,2pb,3pa por 3jopb,ljop.

Relacioni i bashkésisé A né bashkésing A quhet relacion né bashkésing A
Pérkufizimi 2. Relacioni inversi relacionit p — Ax B éshté

bashkésia p* < Bx A géjepet me:

p={ba)l(ab)ep}
Vérgmé se nése p paraget relacion té bashkésisé A né bashkésiné B atéheré
p ' paraget relacion té bashkésisé B né bashkésing A
Shembulli 2. Le té jené dhéné bashkésité A={12,3},B={2,3 s dhe

relacionet:
a) p, ={(2.2,(23}; b) p, = AxB.
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Atéheré p,"={(2,2),(32)}; p,' =BxA
A ekziston relacioni p i cili éshtéi barabarté me relacionin invers p™*?
Le té jeté A={a,b,c,d},B={a,c,d} s dhe relacioni p={(aa).(c,c),(d,d)}.
Eshtéeqartése p=p .

Shembulli 3. Le té jené dhéné bashkésité A={1,2,34},B={2,35. Té
caktohen relacionet:

a) p={(xy):y=x+2} b) p={(xy):x=y-1}
0 p={xy):y=x}

Zgjidhja.

+2 pérfundojmé se p = {(1,3),(3,5)}.

b) p={(23).(45}
c) Meqgé katrori i numrave té bashkésisé A éshté: 1° =1,2° =4,3° =9,4° =16
dhe asnjéri nga numrat 1,4,9,16 nuk i takon bashkésisé B pérfundojmé se
p =J. Njé gjé etillé ka kuptim né bazé té faktit se & <= A VA
Shembulli 4. Eshté dhéné bashkésia A={1,2,3,4,5 dhe reacioni
p ={(x,y)|y=x+2}. Té caktohen elementet e relacionit p
dhe té paragitet grafikisht né bashkésing A*.
Zgjidhja.
p={(13.(24.39)}.

Shembulli 5. Né bashkésiné A={1,23,4,5 relacioni p éshté paragitur né
meényreé grafike. Té caktohen elementet e relacionit p.
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Zgjidhja.

Sé pari vérgmé se (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) e p. Por (5,5) ¢ p. Duke pércjellur

shigjetat gé dalin nga elementi 1 vérgimé se (1,2),(1,3),(15) € p.

Duke vepruar ngjashém me elementet 2,3,4,5 merret:

2,8ep,32)ep,(3Dep,(43)<cp,(54ep.

Pérfundojmé se:
p=112),(12),13),(15),(22),(24),(32),(33,(34),(43),(44),549}

V érgimé se paragitja né ményré grafike né disa raste té relacioneve mund té jeté
shumé e komplikuar dhe nga njé paragitje té tillé nuk mund té vérejmé pothugjse
asgjé.

Pér kété arsye e pérdorim paragitjen matricore té relacioneve:

Shembulli 6. Né bashkésiné A={1,2,3,4,5,6} éshté dhéné relacioni

p={(xy)|x+y>3}
a) Té caktohen elementet e relacionit té dhéné.
b) Té paragitet né ményré grafike dhe matricore relacioni p.

Zgjidhja.

a) p={(13),(14).,(15),16),(22),(23),(24,.(25),(2,6),
(31).(32),(3,3),(3/4).(3,5),(3,6),(41,(4,2),(4,3),(4,4).(4,5),(4,6),
(5,0,(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} .

b) Paragiten grafikishik relacionin e dhéné.

Neé vijim le té paragesim né ményré matricore relacionin e dhéné.
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Leté sgarojmé se si éshité plotésuar tabela:
Vérgmeé seelementi a; i matricés merr vierén 1 nése elementi (i, j) e p. Nété
kundértén elementi a, i matricés merr vierén 0.

P.sh. megé (11)  p atéheré elementi a, merr vierén 0. Meqgé (1,3) e p atéheré
elementi a,, merr vierén 1.

2. RELACIONI I EKUIVALENCES

Pérkufizimi 1. Letéjeté p relacion binar né bashkésiné X.
1) Relacioni p éshté refleksiv nése xp X, Vxe X.
2) Relacioni p éshté simetrik nése xpy = ypX, VX, ye X.
3) Relacioni p éshté transitiv nése
XPYAYPZ=XpZ, VX, Y,Ze X.
4) Relacioni p éshtéjorefleksiv nése
X jopX, Vx,e X. ((x,X) & p,Vx,e€ X)
5) Relacioni p éshté antisimetrik nése xpy A ypx= x=1.

Shembulli 1. Le té jeté X ={1,2,3}. Atéheré rdacioni p ={(11),(2,2),(3,3)}
éshté relacion refleksiv, sepse pé ¢do xe X, (x,X)ep. Por
relacionet p, ={(1.),(3,3)} dhe p, ={(L1).(1.2).(21),(33)} nuk
jané relacione refleksive sepse (né té dy rastet) 2e X por
(22 ¢p1 (22) ¢ p,.

Shembulli 2. Le té jet& X s né shembullin 1. Relacioni
p={11,12),13),(21,(31),(33)} éshté relacion simetrik
(pse?) por relacioni p, ={(1,2),(2,3),(3,)} nuk éshté simetrik,
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sepse sipas pérkufizimit té relacionit simetrik megé (1,2) € p, do
té duhej g€ (2,1) € p,, gi€ gé shihet garté se nuk vien.

Shembulli 3. Relacioni " <" né bashkésiné e numrave natyroré éshté transitiv
Sepse X< YAY<z=X<Z VXY,zeN. Por p.sh. relacioni
p, ={(X,y) [Xx-yKLZ né bashkésiné Z nuk é&shté relacion
trangitiv sepse p.sh. pé&r x=4; y=3, z=2, vérteté | x— y K1 dhe
|y—2z[<1 por nuk vien |x—z|<1 sepse |4-3K1, |3—-1K1 por
nuk éshté e sakté gé |4—-2[<1.

Shénimi 1. Duhet t€¢ kemi kujdes gjaté shqyrtimit té relacionit refleksiv dhe

jorefleksiv. Nése njé relacion nuk éshté refleksiv kjo nuk do té thoté se ai doemos
éshté  jorefleksiv. P.sh. né shembullin 1 treguam se  relacioni

p, ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,3)} nuk éshté refleksiv por relacioni p, nuk éshté as
relacion jorefleksiv. Pse?

Shénimi 2. Po ashtu nése relacioni nuk éshté simetrik, nuk do té thoté se ai
doemos duhet té jeté antisimetrik. P.sh. né bashkésiné X = {1,2,3,4} relacioni
binar p ={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1)} nuk éshté simetrik sepse (1,2) € p por
(2,1) € p.  Megjithaté relacioni p nuk &éshté as  antisimetrik  sepse
(1,3) € p, (3,1) € p pornukvlen1 = 3.

Shembulli 4. Né bashkésiné N, pérkufizojmé relacionin “|” e pjesétueshmérisé
alb< (@ne N),b=an

Relacioni | éshtérefleksiv, sepse (Vae N) ala (a=1-a).
Relacioni | nuk éshté simetrik, seps p.sh. 2|4 (4 = 2 - 2) por 4 jo|2
(nuk ekziston numri natyror n ashtu gé 2=4n). Por relacioni |
éshté antisimetrik sepse nése a | b dhe b | a atéheré
dmne N|b=am,a=n-b prg nga b=n-b-m, dm.th. m-n=1,
ekjo éshté e mundur vetém nése m=n=1. Praa=h.

Relacioni éshté transitiv sepse nése a | b dhe b | ¢ atéheré
dmneN|b=am dhe c=bn, prandgg c=amn, pra, ekziston

numri natyror n, = mn ashtu gé c=an,, prandg a|c.

Pérkufizimi 2. Relacioni gé éshté refleksiv, simetrik dhe transitiv quhet relacion
ekuivalence.

Shembulli 5. Né bashkésiné e numrave raciona Q éshté dhéné relacioni p s
vijon apb< a-beQ.

Té vértetohet serelacioni p éshté relacion ekuivalence.
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Zgjidhja.
Provojmé vetité 1) — 3) té pérkufizimit 1.

1) apa<>a—-a=0eQ (0 é&shté numér racional)

2) apb=>a-beQ=-(b-a)eQ=b-acQ

3) apbabpc=a-beQab-ceQ=(a-b)+(b-c)eQ=a-ceQ,
gj€ gé duhegj treguar.

Letéjetép relacioni ekuivalencésné X dheletéjeté x e X.

Bashkésia e té gjitha elementeve y nga X, té cilét jané né relacion p me
elementin x quhet klasé e ekuivalencés e elementit x dhe shénohet me C,.
PraC, ={ye X [xpy}.

Megeé Vxe X, xpx atéheré xe C,

D.m.th. ¢cdo element i takon klasés sé vet té ekuivalencés, pra asnjé klasé e
ekuivalencés nuk éshté bashkési boshe.

Tregohet se dy klasé té ekuivalencés ose jané digunkte ose pérputhen.
Pér kété, relacioni i ekuivalencés e zbérthen bashkésiné X né nénbashkési
joboshe digunkte (klasgé té ekuivalencés) unioni i té cilave éshté X. Pra

X =JC, (ose X = J{Cx|xe X}.)

xeX

Faktor bashkésia éshté bashkésia e klaséve té ekuivalencés.
Shembulli 6. Né bashkésiné Z, relacioni i kongruencés sipas modulit 2 definohet
S vijon:
a=b(mod2) < (ke Z)|a-b=2k.
a) Té vértetohet se relacioni i mésipérm éshté relacion i
ekuivalencés.
b) Té caktohen klasét e ekuivalencés.
c) Té caktohet faktor bashkésia.
Zgjidhja.
a) Provojmeé vetité 1) — 3) té pérkufizimit 1.
1) VaeZ, a=a(mod2)a—a=0-a=0-2.
2) Va,beZ, a=b(mod2) = 3keZ|a-b=2k
=>b-a=-2k=b-a=2k, k =—k=Db=a (mod?2).
3) Va,b,ce Z, a=b (mod2) Ab=c (mod2)
=3k,k eZla-b=2k,b-c=2k,
=(a-b)+(b-c)=2k+2k =>a-c=2(k+k)
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=a-c=2k,,k, =k+k =a=c (mod2).
b) Kemi dy klasé té ekuivalencés
C,={2k:keZz}, C ={2k+LkeZ}
sepse

C,={yeZ|y=0(mod2)}
={yeZ|y-0=2k,ke Z}
={yeZ|y=2k,keZ}
={2k,k e Z}

C ={yeZ|y=1(mod2)}
={yeZ|y-1=2k,ke Z}
={yeZ|y=2k+1keZ}
={2k+LkeZ}

Cfaréndodhé me C,,C,,...?
¢) Do té shénojmé faktor bashkésing Z | ., -
Atéheré Z |, ={C,,C} ={{2k:keZ},(2k+Lk e Z}}.

3. RELACIONI I RENDITJES

Pérkufiziimi 1. Relacioni gé éshté refleksiv, antisimetrik dhe transitiv quhet
relacion i renditjes.

Shembulli 1. Té vértetohet serelacioni " <" i definuar si vijon:
a<b< ab,abeN
éshté relacion i renditjes.

Zgjidhja.
Duhet provuar vetité 1), 3), 5) té pérkufizimit 1 t& njésisé paraprake.

1) a<a< aia,

2) a<bab<ce ababic=3kk eN|a=k-bab-k -C

= a=k-k-C=a=k,-C,k,=k-k >a:c=a<c
3) a<bab<a=ababia=a=kb b=kakk eN=a=h. Pse?
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4. PASQYRIMET

Pérkufizimi 1. Letéjené dhéné bashkésité A, B. f paraget pasgyrim té
bashkésisé A né bashkésiné B nése vien:

1) (vxe A(AyeB), (x,y)e f
2) (Vxe A)(VyeB)(VzeB ((x,y)e f A(X,2) e f = y=2).
Simbolikisht shénojmé f : A— B.

D.m.th. pasgyrimi f : A— B, té bashkésisé A né bashkésiné B é&shté relacioni

binar né mes té elementeve té bashkésive A /B ashtu gé ¢do element xe A
paragitet njé dhe vetém njé heré s komponenté e paré e elementeve té
bashkésisé f.
Pra, pasgyrimi (funksioni) nga A né B paraget rregullén ose ligjin sipas té cilit
¢cdo elementi nga A i shogérojmé njé element nga B.
Shembulli 1. Letéjeté A={a,b,c},B={12,3}.
Bashkésia f ={(a,1),(b,2),(c,3)} paraget njé& funksion pre
bashkésisé A né bashkésiné B.
Grafikisht pasgyrimin f mund ta paragesim si vijon:

Shembulli 2. Né cilin nga diagramet vijuese éshté paragitur pasgyrim nga
bashkésia A={a,b,c} nébashkésné B={1,2,3,4}?
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Zgjidhja.

a) Né kété rast nuk kemi pasgyrim, sepse elementit be A nuk i éshté shogéruar
asnjé element nga B.

b) Eshté pasayrim.

¢) Nuk éshté pasqyrim, sepse elementit ¢ e A i shogérohen dy elemente nga B.
Né vend té shénimit (x,y) e f shénojmé y = f(x) dhe lexojmé: “x pasgyrohet
néy me ané té funksionit f”.

Komponenta e paré x e dyshes s& renditur (X, y) quhet origjinal kurse
komponenta e dyté quhet pérfytyré e elementit x.

Bashkésia e té gjitha elementeve té para té funksionit f quhet domené (zoné e
definimit, zoné e pérkufizimit) té funksionit f dhe shénojmé me D(f), kurse
bashkésia e té gjitha komponenteve té dyta quhet bashkési e vierave (kodomené)
dhe e shénojméme K (f). (Shpesh névendté K(f) shénohet f(A)).

Po ashtu vérggmé se K(f) < B.

Né& rastin e shembullit 3 kemi:
fQ=3 f(2)=5 f(3=3 f(4)=3.
Domenae funksionit &shté D, ={1,2,3,4}; f(A)=K(f)={3,5}.
Nérastin ¢) kemi:
Q=3 f(2=3 f(3=3 f(4)=3.
Nékéékemi: D(f)={12,34}; K(f)=f(A) ={3.
Nése f: A— B dhenése f(A) kavetém njé element, atéheré pasqyrimi f quhet
konstant.
Pasqyrimi nérastin c) paraget shembull té pasgyrimit konstant.

Pasqgyrimi né shembullin 1) (dhe né pérgjithési pasqyrimet) mund té paragiten
edhe né formén vijuese:

ab c
f:A>B; f= .
1 2 3
Po ashtu, pasgyrimet mund té paragiten né formén tabelare dhe grafike.
Shembulli 3. Funksioni “signum” pérkufizohet né kété ményré:
1 x>0
sgnx=+<0, x=0
-1, x<0
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Té paragiten grafikisht funksionet vijuese dhe té caktohet

kodomenaetyre:
a) sgnx; b) sgnx®
c) sgn3; d) sgn(x* - x).
Zgjidhja.
1, x>0
2 : , L x#0
a) sgnx=<0, x=0 b) Megé x>0, kemi sgnx :{O 0
y X=
-1, x<0
y y
Yoro——— 7
0 X 0 X
— ={1
Kod(sgnx) ={-1,0,1}; Kod(sgnx*) ={0,3}.

c) Megé 3 > 0,Vxe R atéheré sgn(3*) =1. Kod(sgn3*) ={1}.

Yy

d) | lihet lexuesit.
Pérkufizimi 2. Letéjeté f : A— B pasqyrim prg bashkésisi A né bashkésiné B.
a) Pasqyrimi f éshté 1 — 1 nése
f(x)=T06)=x =% osenése x =X = F(x)# F(x).
b) Pasqyrimi f éshté mbi nése (Vbe B)(dac A)| f(a) =h.
¢) Pasgyrimi f quhet bijektiv nése éshté 1 — 1 dhe mbi.
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Shembulli 4. Cilat nga pasqyrimet vijuese jané 1 — 1, mbi, bijektive?
a) f: X —> X nése X={1234} dheféshtéi definuar s vijon:
f=2 f(2)=3 f(=2 f(4)=4

b) f:N->Q, f(n)= Zn”+1.

Zgjidhja.

a) Pasgyrimi f nuk éshté 1-1 sepse 1= 3 por f (1) = f(3). Pasgyrimi f nuk
éshté mbi sepse pé& 1le X nuk ekziston asnjé element xe X i tillé gé
f(x)=1.

b) Letéjené n,n,eN dhe

n__ n
2n+1 2n,+1

f(n)=f(n)=

=n((2n,+1) =n,(2n +1)
=2nn,+n =2nn,+n,
=n =n,.

Pasgyrimi nuk éshté mbi sepse pér shembull pé& 0@ nuk ekziston
neN|f(n)=0.

Letéjené dhéné funksionet f,g. Letéi konsiderojmé ato si dy makina gé kané
“hyrje-daljet” e tyre. Né qofté se “dalja” (rezultati) i funksionit f shérben s
“hyrje” e funksionit g atéhere né ményré skematike kété e paragesm si vijon:

X 09 ()

g —

Njé gjé gé duhet té kemi parasysh éshté fakti gé rezultatet e funksionit f duhet
t’i takojné domenés sé funksionit g. Pér té siguruar njé gjé té tillé, kodomena e
funksionit f duhet té jeté e barabarté me domenén e funksionit g. Késhtu nése
marrim funksionet f:A—B dhe g:B—C, atéhere mund té mendojmé
kombinimin e kétyre dy makinave si njé makiné e cila pér “hyrje” x ka
elementet nga bashkésia bashkésia A kurse “daljet” g(f (x)) jané nga bashkésia
C.
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Nga njé situaté e tillé marrim motivimin pér pérkufizimin formal t& kompozimit
té funksioneve.

Pérkufizmi 3. Le té jené dhéné funksionet f:A—B and g:B—>C.
Kompozimi i funksioneve f,g éshté funksioni
ge f:AC, (go f)(X) =9g(f(x)).
Kompozimin e pasgyrimeve mund ta paragesim né kété ményreé:
C

Shembulli 5. Letéjené f,g,h: Q » Q tédhénasi vijon
£(%) =§; 9(x) = X+ L h(x) = x—1.
Ténjehsohet f(g(x)); g(h(x)), f (g(h(x)).

Zgjidhja.
(g0 = F(x+h =205,
g(h(¥) = g(x-1) = x-1+1=x f(g(h(x))= () :2.

Shembulli 6. Nése f(x+1)=7x—2 ténjehsohet f(x).

Zgjidhja.

Zévendésojmé x+1=t. Atéheré x=t-1. Meret f(t)=7(t-1)-2=7t-09.
Prandg f(x)=7x-09.

Shembulli 7. Té zgjidhet barazimi f (X" +X) = X* + X°.

Zgjidhja.

Zévendésojmé x* + x=t. Duke ngritur né katror té dy anét e relacionit té fundit

merret X° + 2+ x> =t* prgf ngakemi x?+x° =t* -2,
D.m.th. f(t) =t2—2. Prandgj f(X) =X’ —2.
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DETYRA PER USHTRIME TE PAVARURA
1. Né bashkésiné N = {x|xe N {0}, x <12} t& caktohet relacioni

p={(xy)|x+y=12}.
2. Nébashkésingé Z, ={-3,-2,-1,0,1,2,3} jané dhéné relacionet vijuese:
a) p={(xy):x<y} b) p ={(xy): x=3y}

0 p={xy):x =|y|+1}

Té caktohen bashkésité pérkatése dhe té paragiten grafikisht si dhe né ményré
matricore.

3. Letéjeté X ={1,2,3,4} dheletéjené
p, ={(11).(2.2),(1,3).(31).(32).(3,3)}
p, ={(11).(2.2).(3.3).(44).(1.2).(21,(1.3).(31).(2.3).(3.2)}
ps ={(11).(2,2).(3,3),(4,4),(1.2),(21),(2,3),(3,2)}.
Té shayrtohet se ¢faré relacionesh paragesin p,, p,, p..

4. Le té jeté R bashkésia e numrave real&. Cfaré relacioni paraget barazimi i
numrave realé “="?

5. Jané dhéné bashkésité A={1,2,3,4},B={35}.
Cilat nga bashkésité vijuese paragesin pasgyrime pregf bashkésiseé A né
bashkésiné B?

a) f={13.(29.(83.(43} b f={(13.(23).(33).(43)}.
0 f={{13,5).(23).(25).(33).(45)}

6. Letéjeté S:{m,m,neN,m< n}.
n

Letéjené f :N—> S,g:S— Q tédhénéme:
! ,neN; g(s):i,sfss.

2n+1 s +1
Tregoni se f,g jané 1-1. Té njehsohet f(g(n)), g(f(n)). Té provohet nése

f(g(n), g(f(n)) jané1-1.
7. Tézgjidhet barazimi f (x+1) = x> —3x+ 2.

f(n) =




